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T 双対性変換： R↔ R′ = α
′
R
, n↔ w (1.1)














量状態ではN = Ñ = 1である．
超弦理論は対称性として T 双対性を持つため，10次元超重力理論をコンパクト化した 4次





















クト化後に T 双対性変換を行うことで，非幾何学的フラックスを導くことが出来る．T 6上に
トーラスコンパクト化された４次元超重力理論を考える．特に T 3上に定数H フラックスが
存在する状況を考え，その各方向を a, b, c方向と呼ぶ．a, b, c方向に isometryがあるため，T 3
は素朴には T 双対性変換を３回行うことが出来ると期待される．１度目に a方向に対して T
双対性変換を行うと，Habcフラックスが F abcフラックスと呼ばれるフラックスに変換される．
よって，一般にHフラックスとF フラックスが共に存在する４次元超重力理論も考えること
ができる．このような，10次元重力理論からH 及び F フラックスを含む４次元ゲージ化超
重力理論へのフラックスコンパクト化は，Scherk-Schwarzコンパクト化 [6]として実現出来る
ことが分かっている．
さらに２度目に b方向に対して T 双対性変換を行うと，F abcフラックスがQabc フラックスに
変換され，内部空間には T -foldの構造が現れる．a方向と b方向に T 双対性変換を行った段
階で，内部空間の isometryは消失するため，これ以上 c方向へは T 双対性変換を行うことが























DFT(二重場理論)及びDouble geometry(二重化幾何学)がある [8, 9]．これらの理論では，４
次元超重力理論のコンパクト化された時空方向に T 双対性に対応した座標を持つ次元を加え
てやり，時空の次元を 10 + 10 = 20と拡張する．理論の対称性はその拡張された時空上の一























換は 1形式（T ∗M）で生成される．超弦理論では T 双対性変換によって gµν場とBµν場が混
ざり合うため，これらのゲージ変換を記述する際は，gµν場とBµν場を一纏めにした大きなテ
ンソル場を考え，それに対するゲージ変換を構成するのが自然である．すなわち，ゲージパラ
メーターの住む空間を接束と余接束の直和を取った TM ⊕T ∗Mとし，その上でゲージ変換の
成す代数を考える．このように拡張された束構造は「一般化幾何学（Generalized Geometry）」
[10, 11, 12]として研究されている．一般化幾何学では標的空間の時空次元は拡張せず，あく
まで標的空間上の束構造のみを TM ⊕ T ∗M へと拡張している．
一方，Courant algebroidを用いる根拠は以下である．TM ⊕ T ∗M 上のゲージ変換の成す
代数は点粒子のゲージ変換が一般座標変換であったように，弦的なゲージ変換として”拡張








空間上に非退化なPoisson構造 πµνが存在する場合に，QP 多様体を用いてCourant algebroid
の変形であるPoisson Courant algebroidの構成方法を示し，それがHフラックスの存在する



























模型について確認する．第３章ではCourant algebroid及びQP 多様体を定義し，QP 多様体
を用いた Courant algebroidの構成方法を確認する．第４章では Courant algebroidの双対的
対応物であるPoisson Courant algebroidを定義し，そのQP 多様体を用いた構成方法を与え
る．第５章ではH フラックスが存在する標的空間と Rフラックスが存在する標的空間，そ
れぞれの上の２つの幾何構造 (Courant/Poisson Courant algebroid)間の双対性について議論
する．この双対性は正準変換によって結びつくことが示される．第６章ではPoisson Courant























ある．(t, σ)により世界面のある 1点が指定されると，その 1点は同時に d次元標的空間の 1





















と考える．積分領域のΣは世界面を表す．添え字 a, bは世界面上の添え字を表し (a, b = 0, 1)，





































ただし，Wick回転を行い z = σ+ iτ の座標系を取った．また ∂ = ∂
∂z










µ∂∂̄Xν = 0 (2.8)
であるから，運動方程式は
∂∂̄Xµ = ∂̄∂Xµ = 0 (2.9)






Xµ(t, σ = l) = Xµ(t, σ = 0)
∂aX
µ(t, σ = l) = ∂aX







































が求まる．αµm, α̃µm (m > 0)が消滅演算子，αµm, α̃µm (m < 0)が生成演算子として働く．(2.10a)(2.10b)
を積分することにより，場Xの演算子表示
Xµ(z, z̄) = xµ − iα
′
2
































弦の振動の励起状態は，調和振動子の場合と同様に弦の基底状態 |0; k〉に生成演算子αµm, α̃µm (m <
0)を作用させることで構成できる．ただし |0; k〉の kは弦の重心運動量を表す：
pµ|0; k〉 = kµ|0; k〉. (2.11)
12































(N + Ñ − 2)
)
|Phys; k〉 = 0 (2.14)
(2.12)式の閉弦の第 1励起状態はN = Ñ = 1であるため，振動モードからの質量への寄与




元の超弦理論の標的空間の内，第 10次元方向にX9 ∼= X9 + 2πRという周期的境界条件を置
く．運動量は並進の生成子であるため周期境界条件 exp (i2πRp9) = 1によって運動量が以下
に量子化される：
運動量 p9 = n
R































(N + Ñ − 2) (2.16)
(2.15)式と (2.16)を見比べると，半径の入れ換えR↔ α′/Rと運動量と巻き付き数に関する入
れ換え n↔ wを同時に行うと，弦の質量が変わらないことが分かる．この対称性は質量公式











d2z (Gµν +Bµν) ∂X
µ∂̄Xν (2.17)
Kalb-Ramond場Bµνは反対称２階テンソル場であるので，微分2形式B = 12Bµνdxµ∧dxνと見




































i ∧ dxj ∧ dxk
)
. (2.19)






弦理論に備わる T 双対性のために，弦理論では標的空間M 上の束構造として接束 TM の
みを考えた Lie algebraでは代数が閉じない．そこで，M 上の束構造として接束 TM と余接
束 T ∗M の直和である TM ⊕ T ∗M を考え，その上の 2項演算として Lie bracketを拡張した











Courant algebroidとは次の３つの写像を備えたM上のベクトル束Eのことである [17, 18]．
• 束Eの切断 Γ(E)上に定義された擬ユークリッドメトリック 〈−,−〉
〈−,−〉 : Γ(E)× Γ(E)→ C∞(M) (3.20)
• 束写像 ρ (錨写像もしくはアンカー写像と呼ばれる)
ρ : E → TM (3.21)
• Dorfman括弧 [−,−]D
[−,−]D : E × E → E (3.22)
さらに，e1, e2, e3 ∈ Γ(E)に対して，上記３つの写像は以下の関係式を満たすとする：
1) [e1, [e2, e3]D]D = [[e1, e2]D, e3]D + [e2, [e1, e3]D]D, (3.23)
2) ρ(e1)〈e2 , e3〉 = 〈[e1, e2]D , e3〉+ 〈e2 , [e1, e3]D〉, (3.24)
3) ρ(e1)〈e2 , e3〉 = 〈e1 , [e2, e3]D + [e3, e2]D〉. (3.25)
16




標準的Courant algebroidの特徴は，Courant algebroidにおいて束写像 ρを自然なものに取
ることである：
ρ :
TM ⊕ T ∗M → TM
ρ(X + α) = X
(3.26)
すなわち，E = TM ⊕T ∗M上の標準的Courant algebroidの３つの写像 (〈−,−〉, ρ, [−,−]D)
を以下のように定義する：
〈X + α , Y + β〉 = ιXβ + ιY α, (3.27)
ρ(X + α) = X, (3.28)
[X + α, Y + β]D = [X,Y ] + LXβ − ιY dα. (3.29)
ただしX,Y ∈ Γ(TM), α, β ∈ Γ(T ∗M), X + α, Y + β ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M) とし，d, ιX ,LX は
それぞれ外微分，縮約，Lie微分を表す微分幾何の標準的な表記法である．
Courant algebroidとして拡張された一般座標変換に対応する拡張された Lie微分 L̂X+αを
次のようにDorfman括弧を用いて定義する：
L̂X+α = [X + α,−]D. (3.30)
弦理論に現れる零質量場のみで書かれる低エネルギー有効理論には，コンパクト化を考えた
ときに，一般にB場が微分幾何の意味で「閉」(closed)でない場合，非自明なH = dBなる




〈X + α , Y + β〉 = ιXβ + ιY α
17
• 束写像は変更せず：
ρ(X + α) = X
• Dorfman括弧を以下に変更：
[X + α, Y + β]H = [X,Y ] + LXβ − ιY dα + ιXιYH. (3.31)
このHフラックスにより変形（ツイスト）された新しいCourant algebroidは特に完全Courant






















定義 3.1 P 多様体
以下の条件を満たす多様体を Poissonの頭文字を取って次数 nの P 多様体 (M, ω)と呼ぶ：
• Mが次数付多様体である．
• M上に全次数2n+ 2のシンプレクティック構造 ωが存在する．
このとき，シンプレクティック構造 ωは P 構造と呼ばれる．
3.3.3 QP 多様体
定義 3.2 QP 多様体
以下の条件を満たす多様体をQP 多様体 (M, ω,Q)[13]と呼ぶ：
• (M, ω)が P 多様体である．
• 次の条件を満たすM上のベクトル場Qが存在する：
– 全次数： |Q| = 1
– 冪零性： Q2 = 0（Qはホモロジカル）
– 整合性： LQω = 0
ただし，|Q|は Qの全次数を表す．このとき，ホモロジカルベクトル場 Qは Q構造と呼ば
れる．
3.3.4 Q構造の構成法
ここまでの議論により，P 多様体 (M, ω)とQ構造が与えられれば，QP 多様体が１つ定ま






定義 3.3 P 多様体上の次数付き Poisson括弧
P 多様体 (M, ω)に対して，C∞(M)上の次数付 Poisson括弧を次で定義する：
{f, g} = (−1)|f |+n+1ιXf ιXgω (3.32)
ただし，|f |は関数 f ∈ C∞(M)に対する次数を表し，Xf , Xgは次数付きハミルトニアンベク
トル場であり任意の f ∈ C∞(M)に対して ιXfω = −δfと定義される．ιは内部積，δはM上
の外微分である．





Q = {Θ,−}. (3.33)
このとき，次の条件：
古典マスター方程式： {Θ,Θ} = 0 (3.34)
を満たすならば
ホモロジカル条件： Q2 = 0 (3.35)
が成り立つ．
証明 次数付 Jacobi恒等式 (B.324)より以下が従う：
{Θ, {Θ,−}} = {{Θ,Θ},−}+ (−1)(|Θ|−n)(|Θ|−n){Θ, {Θ,−}} . (3.36)
|Θ| = n+ 1であるので，
⇒ 2{Θ, {Θ,−}} = {{Θ,Θ},−} . (3.37)
したがって {Θ,Θ} = 0を満たすならば，
Q2 = {Θ, {Θ,−}} = 1
2
{{Θ,Θ},−} = 0 (3.38)
が成り立つ．
このようなΘはホモロジカル関数もしくはハミルトニアン関数と呼ばれる．(3.34)式を古典
マスター方程式と呼ぶ．以上のことから，QP 多様体を構成するためにはP 多様体 (M, ω)と
ハミルトニアン関数Θを定めれば良い．
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3.4 QP 多様体を用いた標準的Courant algebroidの構成
一般のCourant algebroidが次数２のQP多様体から構成可能であることが先行研究により示




一般論を展開し，その後具体例としてベクトル束Eが標準的E = TM ⊕ T ∗M となる標準的
Courant algebroidの構成法を示す．
始めに，ベクトル束Eとして滑らかな多様体M 上のファイバー V を考える．これに対し
て超多様体M = T ∗[2]E[1]を考える．ただしE[n]という表記法はその束のファイバーについ
てZ-gradedな次数を nだけずらすことを意味する．
M上の局所座標として xiを取り，Eの切断の基底として eaを取る．E[1]のファイバーV [1]
の局所座標として ηaを取る．つまりベクトル束E[1]の局所座標は (xi, ηa)である．V [1]上に
ファイバー計量 〈− ,−〉を定めることで，V [1]と V ∗[1]をベクトル空間として同一視出来る．
従って V ∗[1]に対しても V [1]と同じ座標変数 ηaを用いることが出来る．つまり，V [1]の T ∗[2]
に対しても同じ座標変数 ηaを使うこととする．そして最後に T ∗[2]M のファイバーの局所座
標として ξiを用いることとする．最終的にM = T ∗[2]E[1]は局所座標 (xi, ηa, ξi)で張られ，
それぞれの座標変数の次数は (0, 1, 2)である．全体の状況を図示すると以下になる．
M −−−→ E[1]y y
T ∗[2]M −−−→ M
次にベクトル束Eを超多様体Mに埋め込む埋め込み写像 jを定義する．








7→ (xi, ηa, ξi). (3.39)








C2(M) ' Γ(∧2E ⊕ TM)
etc.
次数 2のQP 多様体を導入するために，まずはM上に次数 2の次のシンプレクティック構
造を入れる:




a ∧ δηb, (3.40)
ここで，〈ηa, ηb〉 = kabをファイバー計量とした．シンプレクティック構造を入れたことで，












関数Θは古典マスター方程式 (3.34),{Θ,Θ} = 0,を満たさなくてはならないので，ρia(x), Cabc(x)






〈e1 , e2〉 ≡ j∗{j∗e1, j∗e2},
[e1, e2]D ≡ −j∗{{j∗e1,Θ}, j∗e2},
ρ(e)f ≡ j∗{j∗e, {Θ, j∗f}}, (3.42)
ただし fはM上の関数で e, e1, e2 ∈ Γ(E)である．古典マスター方程式のおかげで，これら
３つの操作はCourant algebroidの条件を満たす．
特にベクトル束がE = TM ⊕T ∗Mの場合は局所座標として (xi, qi, pi, ξi)を取る．それぞれ
の座標変数の次数は (0, 1, 1, 2)である．それぞれxiはM上の局所座標，qiはファイバーT [1]M
の局所座標，piはファイバー T ∗[1]Mの局所座標，ξiはファイバー T ∗[2]Mの局所座標である．







ω = δxi ∧ δξi + δqi ∧ δpi. (3.43)
となる．この ωに対して Poisson括弧は以下のように定まる：








をとれば，得られるCourant algebroidは標準的Courant algebroidとなる．アンカー写像 ρ
は TM ⊕ T ∗M から TM への自然な射影となり，Dorfman括弧は (3.31)式のものとなる．こ
の具体例は我々の興味のあるところである．
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4 QP多様体を用いたPoisson Courant algebroidの構成
前章ではQP多様体を用いて標準的Courant algebroidを構成した．本章では，これと同様の
手法を用いてPoisson Courant algebroidという特殊なクラスのCourant algebroidをQP 多様






Γ(∧•TM) = {X1 ∧X2 · · ·Xp|Xi ∈ Γ(TM), p ≤ dimM} (4.46)
一般にポリベクトルと呼ぶ．特に 2ベクトル π ∈ Γ(∧2TM)が









[π, π]S = 0 (4.48)
を満たすものを考える．これは通常の微分幾何学の双対に相当する．
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1. 外微分に相当する演算 dπ : ∧nTM → ∧n+1TM は任意の a ∈ ∧•TM に対して以下で定
義する：
dπa = [π, a]S (4.49)
通常の外微分 dと同じく dπは冪零性（d2π = 0）を持つ．
証明 Schouten括弧に対する Jacobi恒等式 (A.270)より，以下が従う：
[π, [π,−]S]S = [[π, π]S,−]S + (−1)(|π|−1)(|π|−1)[π, [π,−]S]S (4.50)
|π| = 2及び Poisson条件から，
⇒ 2[π, [π,−]S]S = [[π, π]S,−]S = 0 . (4.51)
従って，
d2π = [π, [π,−]S]S =
1
2
[[π, π]S,−]S = 0 (4.52)
である．
2. 縮約 ια : ∧n+1TM → ∧nTM は任意の α ∈ Γ(T ∗M), X ∈ Γ(TM)に対して以下で定義
する：
ιαX = ιXα (4.53)
任意のポリベクトル a, b ∈ Γ(∧•TM)に対する縮約は以下で定義される：
ια(a ∧ b) = (ιαa) ∧ b+ (−1)|a|a ∧ ιαb (4.54)
3. ミュージカル写像 π♯ : Γ(T ∗M)→ Γ(TM)は以下で定義する：





4. Lie括弧に相当するKoszul括弧 [−,−]π : Γ(T ∗M)×Γ(T ∗M)→ Γ(T ∗M)は任意のα, β ∈
Γ(T ∗M)に対して以下で定義する：
[α, β]π = Lπ♯(α)β − Lπ♯(β)α− d(ιβιαπ) (4.56)
通常の Lie括弧と同様にKoszul括弧は反対称である：
[α, β]π = [β, α]π (4.57)
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5. Lie微分に対応する写像 Lπα : TM → TM は任意のX ∈ Γ(TM)に対して以下で定義
する：
LπαX = (dπια + ιαdπ)X (4.58)
これは微分形式におけるCartanの公式の形となっている．一般のポリベクトルに関し
ては，Leibniz則によって定義される．
4.2.2 Poisson Courant algebroid
Poisson Courant algebroid3とはPoisson多様体 (M,π)上のベクトル束E = TM ⊕ T ∗M の
上に，Courant algebroidの条件を満たす三種の写像 (3.23)-(3.25)が存在している代数である．
Poisson Courant algebroidは，特に以下の写像で定義される：
1. 内積 〈−,−〉は標準的Courant algebroidから変更せず：
〈X + α , Y + β〉 = ιXβ + ιY α
2. 束写像 ρを以下に変更：
ρ :
TM ⊕ T ∗M → TM
ρ(X + α) = π♯(α) （双対束写像）
(4.59)
3. Dorfman括弧 [−,−]Dを以下に変更：
[X + α, Y + β]πR ≡ [α, β]π + LπαY − ιβdπX − ιαιβR （双対Dorfman括弧） (4.60)
ただしX + α, Y + β ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)であり，Rフラックスと呼ばれる 3ベクトル場 R ∈
Γ(∧3TM)を導入した．特にPoisson構造に対する微分に対して「閉」となる，つまり dπR =
[π,R]S = 0なる条件を満たす Rは Poisson Courant algebroidの変形自由度を与えるフラ
ックスである．したがって，Poisson Courant algebroidのの構造は四つ組み (E = TM ⊕
T ∗M, 〈−,−〉, [−.−]πR, ρ = 0⊕ π♯)が全て司る．
Poisson Courant algebroidは標準的 Courant algebroidに対する双対な対応物と見なすこ
とが出来る．双対というのは多様体上のベクトル場と微分形式を双対関係と思う心と同じで
ある．すなわち 1形式 T ∗M 上の世界の幾何学は，ベクトル TM 上の世界の幾何学において
TMとT ∗Mの役割を入れ替えたもので表現される．双対な世界の幾何学はPoisson Geometry
などでも議論されている [24, 25]．
3双対 Courant algebroidもしくは反変 Courant algebroidとも呼ばれる．
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4.3 超幾何学的構成
Poisson Courant algebroidを定義したので，次に超幾何学の手法により Poisson Courant
algebroidを構成する．そのために，標準的Courant algebroidの時と同じ次数付多様体M =































Poisson構造 [π, π]S = 0でありRが閉dπR = [π,R]S = 0の場合古典マスター方程式{Θ,Θ} = 0
を満たし，ΘはQ構造を定める．
証明 まず，ポアソン条件 [π, π]S = 0は以下の条件を与える：
[π, π]s = 0 (4.62)















lm∂l]∂j ∧ ∂m − [πij∂i, ∂m]∂j ∧ πlm∂l − [∂j, πlm∂l]πij∂i ∧ ∂m
)
= πil(∂lπ




jk]) = 0 (4.63)
Rフラックスが dπに対して閉であることは以下の条件を与える：















lmn)∂i ∧ ∂l ∧ ∂m ∧ ∂n −
1
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すなわち，πがポアソン構造 [π, π]S = 0であり，Rフラックスが dπに対して閉 dπR = 0の 2
つが PoissonCourant algebroidとなるための条件である．
Poisson Courant algebroidに表れるC∞(T ∗[1]M ⊕ T [1]M) ∼= Γ(TM ⊕ T ∗M)上の全ての演
算は導来括弧を用いて書くことが出来る:
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ρ(X + α)f(x) = j∗{{X i(x)pi + αi(x)qi,Θ}, f(x)}, (4.67)
[X + α, Y + β]πR = j
∗{{X i(x)pi + αi(x)qi,Θ}, Y j(x)pj + βj(x)qj}, (4.68)








となり，これはPoisson Courant algebroidの束写像 ρ = 0⊕ π♯ : TM ⊕ T ∗M → TM と
一致した．
2. (4.68)式は
[X + α, Y + β]πR = j









































= [α, β]π + L
π
αY − ιβdπX −R(α, β,−), (4.71)
となり，(4.60)式で定めた TM ⊕ T ∗M上のPoisson Courant algebroidのDorfman括弧
と一致した．
このことから，QP 多様体及び導来括弧を用いてPoisson Courant algebroidの演算を全
て導出すうことが出来た．
3. (4.69)式は明らかに Poisson Courant algebroidの内積と一致する．
従って，Poisson Courant algebroidの束写像，双対Dorfman括弧，内積を全て導来括弧で書
くことが出来た．QP 多様体の手法によって Poisson Courant algebroidの構築が行えたと言
える．
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Courant algebroidの特殊なクラスであるPoisson Courant algebroidでは関数Θが古典マス
ター方程式 {Θ,Θ} = 0を満たすことから，以下の関係式が自動的に成り立つ：
ρ([e1, e2]
π














ρ(e1)〈e2 , e3〉 = 〈[e1, e2]πR , e3〉+ 〈e2 , [e1, e3]πR〉, (4.74)
ρ(e1)〈e2, e3〉 = 〈e1, [e2, e3]πR + [e3, e2]πR〉, (4.75)
ただし，一般化ファイバーの元 ei ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)である．したがって，これは Courant
algebroidになっている．
従って，PQ多様体からホモロジカル関数Θの選び方によって，標準的Courant algebroid
と Poisson Courant algebroidの両方を構成することができることが分かった．
標準的Courant algebroidに対する古典マスター方程式は次の条件を与える：






















同様に，一般にCourant algebroidになり得るE = TM ⊕ T ∗M 上のもっとも一般のホモロジ
カル関数Θは以下で与えられる：


















これに対する古典マスター方程式は，同様に各フラックス τ, σ,H, F,Q,Rに対する条件を与
える．簡単な τ と σの部分に注目すれば，以下の条件が課される：
τ ikσ
jk + σikτ jk = 0 (4.81)
これに対する素朴な解は以下である：
1. τ = 0, σ 6= 0
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以下では，標準的Courant algebroidのホモロジカル関数 (3.45)式をΘH，Poisson Courant
algebroidのホモロジカル関数 (4.61)式をΘRと表記する．
5.1 フラックス双対性と正準変換
標準的Courant algebroidと Poisson Courant algebroidの間の双対変換を構成するために，
それぞれのホモロジカル関数ΘH ,ΘRの間の双対性変換を考える．この双対性変換を考えるこ
とで，標準的Courant algebroidのコホモロジーとPoisson Courant algebroidのコホモロジー
の間の双対性もみることができる．以下ではポアソン構造 πが非退化である場合を考える．
5.1.1 QP 多様体上での正準変換
まず始めに，P 多様体上での正準変換を定義しよう．関数 α ∈ C∞(M)に対して eδα とい
う指数関数的随伴変換を以下で定義する：
eδαf = f + {f, α}+ 1
2
{{f, α}, α}+ · · · , (5.82)
ただし，f ∈ C∞(M)は任意関数である．Poisson括弧は次数−nを持っているので，|α| = n
の場合は，変換 eδαは次数を保存し，任意の f, g ∈ C∞(M)の Poisson括弧は




P 多様体 (T ∗[2]T ∗[1]M,ω)上に標準的Courant algebroidとPoisson Courant algebroidの両
方の構造を入れることが出来る．従って，HフラックスとRフラックスの間のフラックス双
























= e−δαq eδαpΘH (5.87)
ただしαp = 12πij(x)pipjはいわゆるβ変換を生成し，αq = 12π−1ij (x)qiqjはB変換を生成する．
ここで，HフラックスとRフラックスの関係は以下で与えられる：
R = ∧3π♯H (5.88)
ただし，写像 ∧kπ♯ : Ωk(M) → ∧kΓ(TM)を用いた．この正準変換はQP 多様体の座標基底
に対しては，
e−δαq eδαpe−δαqxi = xi, (5.89)
e−δαq eδαpe−δαq qi = πij(x)pj, (5.90)
e−δαq eδαpe−δαqpi = −π−1ij (x)qj, (5.91)















フラックス双対変換 フラックス双対変換は 2つのQP 多様体間のシンプレクティック同型
写像 T である．
T : M1 →M2
以上の議論より，Hフラックスの存在する標準的Courant algebroidに対し，正準変換とし




本節では二つの異なるQP 多様対を用いることで T ∗[2]T ∗[1]M 上に構成することの出来る
Courant/Poisson Courant algebroidの間のコホモロジーの双対性について議論する．
それぞれのQP 多様体を構成するためのハミルトニアン関数はΘHとΘRである．ハミルト
ニアン関数ΘHとΘRによって定義される次数付きハミルトニアンベクトル場は，(3.35) Q2 = 0
を満たす．よって，QH = {ΘH ,−}とQR = {ΘR,−}はQP多様体M = T ∗[2]T ∗[1]M上の関数
に作用し次数を 1上げる微分演算子であり，それぞれ余境界作用素と見なせる．関数全体の空
間を次数によりC∞(M) =∑i≥0Ci(M)と展開すれば，(C•(M), Q)は二つの余境界作用素に
対して余鎖複体をなす．これはまさに先行研究でも議論されているQ = QHもしくはQ = QR
とした場合の Courant algebroidの標準的複体である [27]．(C•(M), QH)は標準的 Courant




gebroidから次数付多様体への埋め込み写像 j : E ⊕ TM → T ∗[2]T ∗[1]Mが存在することを用






∈ Γ(E ⊕ TM)で与えられている．ただし，ベクトル場 ∂
∂xi
が二つあるが，第一











7→ (pi, qi, ξi) (5.94)
と移される．
5.2.1 de Rhamコホモロジーとの関係












i1 ∧ · · · ∧ dxis . (5.96)
従って，C∞(T [1]M)は微分形式の空間Ω•(M)と等価である．さらにQHがC∞(T [1]M)に作
用する演算はΩ•(M)上での de Rham微分 (外微分)dに相当する：
d(j∗γ) = −j∗QHγ. (5.97)

















































= −{{j∗π,Θ0}, u} , (5.102)
となる．ただしu ∈ C∞(T ∗[1]M)とし，{ΘR−ΘR=0, u} = { 13!Rijk(x)pipjpk, u} = 0であること
を用いた．ΘH=0に対する導来括弧{{−,ΘH=0},−}はC∞(T ∗[1]M)に制限したとき，Schouten
括弧 [−,−]S と等価であることから，QRの u ∈ C∞(T ∗[1]M)に対する作用は Poisson外微分
dπ = [π,−]Sのポリベクトル空間 ∧•(M)への作用と等価である：
dπ(j
∗u) = −j∗QRu = [π, j∗u]S. (5.103)













様体上で de RhamコホモロジーとPoissonコホモロジーが同型HkdR(M,d) ' HkP (M,dπ)であ
るというよく知られた結果の一般化と捉えられる [25]．
写像∧kπ♯ : Ωk(M)→ ∧k(TM)は de RhamコホモロジーからPoissonコホモロジーへの準
同型写像を誘導する：
∧kπ♯ : HkdR(M,d)→ HkP (M,dπ).
特に π−1がシンプレクティック構造ならば，微分形式Ω•(M)上の de Rhamコホモロジーはポ
リベクトル空間上 ∧•(TM)上の Poissonコホモロジーと同型である：
HkdR(M,d)
∼= HkP (M,dπ). (5.105)
これまで議論してきたフラックス双対性においては，de RhamコホモロジーはH•SCA(M,QH)
に拡張され，Poisson コホモロジーは H•PCA(M,QR) に拡張された．また H フラックス と
Rフラックスの双対性は二つのコホモロジーH•SCA(M,QH)とH•PCA(M,QR)の間の双対性と
してみることが出来る．
M = T ∗[2]T ∗[1]M上の一般の関数 f ∈ C∞(M)を考えよう．(5.87)式より，二つの余境界作
用素に対する双対性QHf = 0 ⇐⇒ QR(eδαq eδαpf) = 0及び f = QHg ⇐⇒ f = QR(eδαq eδαpg)
が分かる．したがってQH鎖複体の要素からQR鎖複体の要素への写像 T が存在する：
T : f 7→ eδαpe−δαq eδαpf. (5.106)
鎖複体間のフラックス双対性写像 T : C•(M) → C•(M)はコホモロジー間の同型写像 T :
H•SCA(M,dH)→ H•PCA(M,dR)を引き起こす．つまり以下の定理を得る．
フラックス同型定理 πは非退化なポアソン構造，すなわち π−1が存在しそれがシンプレク
ティック構造であるとする．R = ∧3π♯Hとする．このとき，標準的Courant algebroidコホモ




6 二重場理論から見たPoisson Courant algebroids
この節では，Poisson Courant algebroidが二重場理論（double field theory）の強い切断条
件（strong section condition）を満たすことを示す．このことはPoisson Courant algebroidが
二重場理論の幾何学を反映したものであることを示している．
6.1 二重場理論
二重場理論は Courant algebroidの対称性を保ちながら，さらに T 双対対称性をあらわに
持った場の理論の候補として提唱された理論である．
超重力理論ではM上のファイバー束 TMを考え，TM上の場の理論を考える．一般化幾何
学による超重力理論の定式化において，ファイバー束 TM を TM ⊕ T ∗M へ拡張することで，
一般座標変換対称性とKalb–Ramond B場のゲージ変換対称性を統一的に扱うことが出来る．
一方，二重場理論では標的空間の多様体M を M̂ = M × M̃ へ拡張し，これに対するファ
イバー束 TM̂ = T (M × M̃)上の場の理論を考える．二重化された配位空間 M̂ = M × M̃













i ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M) (6.108)
である．一方，二重化幾何学における接ベクトル場は







∈ Γ(TM̂ = T (M × M̃)) (6.109)










∂I • ∂̃I• = 0 (6.112)
と呼ばれる拘束条件へ一般化される．超重力枠制限は切断条件を満たす 1つの解である．
• 一般化幾何学では内積Γ(TM ⊕T ∗M)×Γ(TM ⊕T ∗M)→ C∞(M)は自然な縮約によっ
て以下のように定義された：
〈X,Y〉 = 〈X i∂i + X̃idxi, Y j∂j + Ỹjdxj〉 = X i(x)Ỹi(x) + X̃i(x)Y i(x) (6.113)
ただし，右辺が xのみの関数であることを強調した．
二重化幾何学では上記の構造を反映した以下の内積Γ(TM̂)×Γ(TM̂)→ C∞(M̂)用いる：
















L̂X̂Ŷ = [[X̂, Ŷ]]D =
(
X̂I∂IŶJ − ŶI∂IX̂J + ŶI∂JX̂I
)
∂J (6.116)
























様体M̂の局所座標を (yi, ỹi)とする．次数2のQP多様体T [2]M̂を考え，その局所ファイバー座
標を (ηi, η̃i)とする．ただし，{yi, ηj} = {ỹj, η̃i} = δijを満たすように方向を合わせる．二重場理
論に対応する超幾何学を構成するには，さらに (T [2]⊕ T [1]) M̂上の{qi, pj} = δijを満たす正準





i + η̃ipi. (6.119)
古典マスター方程式 {ΘC ,ΘC} = 0は
η̃iηi = 0. (6.120)
を与えるが，これを超多様体上での二重場理論の弱い拘束条件と捉え，次のようにPoisson括
弧を取った際に 0となる代数に関する拘束と考える：
{{f(y, ỹ, p, q), η̃iηi}, g(y, ỹ, p, q)} = ∂̃if∂ig + ∂if∂̃ig = 0. (6.121)
ただし f, g ∈ Γ(T [1]M̂)⊕ C∞(M̂)である．これは切断条件を課すことと等価である [29]．
D括弧は導来括弧を用いて次のように定義される：
[e1, e2]D = −j∗{{j∗e1,ΘC}, j∗e2} (6.122)
同様にC括弧を以下で定義する：




j∗{{j∗e1,ΘC}, j∗e2} − j∗{{j∗e2,ΘC}, j∗e1}
)
, (6.123)







7→ (pi, qi, ηi, η̃i) (6.124)
二重化された配位空間 M̂ 内に物理的な自由度に対応する d次元の非自明な部分配位空間
M ⊂ M̂ を考える．この物理的な配位空間の局所座標は xiであり，M は Poisson構造 πを持
つと仮定する．
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η̃i = ξ̃i − πijξj. (6.128)












この切断条件を満たすように ξ̃i = 0を満たす部分空間を取る．このために，ξ̃iを含むPoisson
括弧も全て 0になると要請すると，∂̃• = 0で定義される物理的な部分多様体に制限すること
に対応する．以下では x̃ = 0に制限する場合を考える．そして，物理的な部分空間に制限さ
れたホモロジカル関数は標準的Courant algebroidとPoisson Courant algebroidのそれぞれの
ホモロジカル関数の和となる：
ΘC |x̃=0 = ΘH=0 +ΘR=0. (6.130)
部分空間上ではΘCについてのマスター方程式から {ΘH=0,ΘR=0} = 0が分かるため，ΘCは 1
つのdouble complexを定義している．実際にΘH=0+ΘR=0はTM⊕T ∗M上のLie bialgebroid
を定義する [30]．H とRが 0でない場合は proto-Lie bialgebroidを定義することが知られて
いる [27, 31]．もし完全Courant algebroid[19]が構成可能ならば，古典マスター方程式の解は
２つのフラックスの関係式を与えることになる．
正準変換により切断条件が η̃i = 0 から ξ̃i = 0と変わったため，一般に配位空間M が M̂ 内















































































βij(y, ỹ)pipj及びB = 12Bij(y, ỹ)qiqjは元の座標 (y, ỹ)に対する関数C∞(M×M̃)
である．(6.131)には全ての３階のフラックスH, F, Q, Rがポテンシャルの形で同時に入って
いる．




















成方を示す．標準的Courant algebroidに基づく位相的膜理論の構成方法は [32, 33]にて示さ
れているが，これに倣い Poisson Courant algebroidに基づく位相的膜理論を構成する．この
膜理論は境界のある 3次元世界体積理論であり，3ベクトル場であるRフラックスの入った
模型となる．初めに，AKSZシグマ模型 [34, 35, 36]について確認する．
7.1 AKSZシグマ模型
世界体積に対応する次数付可微分多様体X，X 上の外微分D，非退化積分測度 µの三つ組




























に対して自然に作用するので，X 上の外微分DとM上のベクトル場Qはそれぞれ D̂と Q̌
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をMap(X ,M)上に誘導する．具体的に書き下すと，世界体積上の座標 z ∈ X , 埋め込み写像


























評価写像 ev 任意の z ∈ X 及び f ∈ Map(X ,M)に対して，評価写像
ev: X ×Map(X ,M)→Mを次で定義する：
ev:
X ×Map(X ,M) → M
(z, f) 7→ f(z)
(7.139)





Ω•(X ×Map(X ,M)) → Ω•(Map(X ,M))




ただし，µ(z)は n+ 1次元体積要素×n+ 1次元グラスマン積分測度である．これら二つの写
像から構成される合成写像 µ∗ev∗は転入写像 (transgression map)と呼ばれる：
µ∗ev
∗ : Ω•(M)→ Ω•(Map(X ,M)) . (7.141)
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µ (δxi ∧ δξi + δqi ∧ δpi). (7.143)
ここで，δxi, δξi, δqi, δpiは Ω•(Map(X ,M))の基底である．写像 µ∗ev∗は元のM上の ωの
性質を保つため，Map(X ,M)上のωも非退化で閉形式である．このωから定まる写像空間
Map(X ,M)上の次数付Poissonブラケットも同じ記号 {−,−}で表記する．このMap(X ,M)
上の次数付 Poisson ブラケット {−,−} は BV 括弧 {−,−}BV もしくは通常の Poisson 括弧
{−,−}PBと等価であることを後に示す．




















µ (−1)(d−1)|q|δqi(z) ∧ δpi(z) (7.145)
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と定義する．シンプレクティック形式ωの次数は |ω| = |µ|+1+ |qi|+1+ |pi| = −d+2+n =
















となる．これより，シンプレクティック形式 ωから写像空間Map(X ,M)での Liouville 1形
式ϑは
ω = −δϑ (7.148)
として定まる．写像空間Map(X ,M)でのハミルトニアンベクトル場Xf は
ιXfω = −δf (7.149)
として定める．このシンプレクティック形式ωから得られる次数 1のPoisson括弧はBatalin-
Vilkovisky括弧 (以後BV括弧と呼ぶ)[37, 38, 39]と呼ばれ，以下で与えられる：
{f, g}BV = Xfg . (7.150)
局所座標で計算すれば，以下の写像空間Map(X ,M)上のBV括弧の局所座標表示を得る．






















{f, g}BV = −(−1)(|f |+1)(|g|+1){g, f}BV
{f, gh}BV = {f, g}h+ (−1)(|f |+1)|g|g{f, h}BV
{f, {g, h}BV }BV = {{f, g}BV , h}BV + (−1)(|f |+1)(|g|+1){g, {f, h}BV }BV .
本節のポリベクトル場，微分形式，演算子について，次数を列挙しておく：
• ベクトル場：|X| = −d+ |X|
• 内部積：|ιX | = −d+ |X| − 1 = |X| − 1 （|δZi| = |Zi|+ 1）
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• シンプレクティック形式：|ω| = −d+ 1 + |qi|+ 1 + |pi| = 1 (d = n+ 1)
• Poisson括弧：|{−,−}PB| = −(|ω| − 2) = −|ω|+ 2 = 1
• 関数に対する全微分：|δf | = −d+ 1 + |f |+ d = 1 + |f |
• ハミルトニアンベクトル場：|Xf | = 1 + |f |であり |ιXf | = |f |










ただし，M上のシンプレクティック形式 ωから，Liouville1形式ϑは ω = −δϑと与えられる．
例えば，Hフラックスにより変形されたCourant algebroidの場合はΘ = ΘHとして，以下
のシグマ模型の作用が得られる：


























以上のようにMap(T [1]X,M)上のQP 構造は，全てのゴースト場と反場 (antifield)を含む
位相的シグマ模型のBatalin-Vilkovisky形式に等しく，写像空間Map(T [1]X,M)上のPoisson
括弧はBV括弧 {−,−}BV に等しくなる．
別の場合として，Xが n次元多様体の場合，写像Map(X ,M)上の P 構造は次数 2のもの
となる．





要となる．Mを次数 nの QP 多様体としたとき，正準変換とは次数 nの任意の関数 α ∈




定義 7.1 (ラグラジアン部分多様体) 以下の２条件を満たす部分多様体Lをラグラジアン部
分多様体と呼ぶ：
1. 部分多様体Lの次元はM の次元の半分である：dim(L) = 1
2
dim(M)
2. シンプレクティック形式 ωの部分多様体Lへの制限が 0となる：ω
∣∣
L = 0 .
また，ラグラジアン部分多様体Lへの正準変換は以下で定義される：
定義 7.2 (ラグラジアン部分多様体Lに対する正準変換)









この正準変換は標的空間のQP 構造を (M, ω,Θ)から (M, ω,Θα)へと変える．正準変換で
あるからシンプレクティック構造（P 構造）は変化せず，結果 S0は変わらず，S1のみが変更
を受ける．変換後のホモロジカル関数 S ′（Q構造）は






となる．∂X = ∅の場合は {eδαΘ, eδαΘ} = eδα{Θ,Θ} = 0であるから，新しい S ′も古典マス
ター方程式 {S ′, S ′} = 0を満たす．一方 ∂X 6= ∅の場合，S ′が古典マスター方程式を満たすよ
うに境界条件が変更される．この場合，Stokesの定理より
{S ′, S ′} = ιD̂µ∂X∗ (i∂ × id)
∗ ev∗ϑ+ µ∂X∗ (i∂ × id)∗ ev∗eδαΘ (7.161)
が得られる．ただし i∂ は包含写像 i∂ : ∂X → X，µ∂X∗は ∂X 上の境界上の積分，引き戻し
(ι∂ × id)∗ : Ω•(X ×M)→ Ω•(∂X ×M)はバルク（世界体積）の微分形式を境界上の微分形
式へ移す写像である．さらに，以下の命題が存在する：
命題 7.3 (境界上の古典マスター方程式) (M, ω,Θ)を次数 nのQP 多様体，LをMのラグ
ラジアン部分多様体とする．世界体積の境界が存在し ∂X 6= ∅，L上に埋め込まれている場合
∂X ↪→ Lを考える．このとき eδαΘ
∣∣
L = 0ならば，AKSZ形式 (7.160)で定まる S ′に対して，
古典マスター方程式 {S ′, S ′} = 0が成り立つ．
この命題より境界のある場合のAKSZシグマ模型の数学的構造は五つ組み (M, ω,Θ,L, α)に
よって記述される．
7.3 Poisson Courant algebroidに対するAKSZシグマ模型
7.3.1 自明な境界を持つAKSZシグマ模型
本節では Poisson Courant algebroidから構成されるAKSZシグマ模型を構成する．
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境界のある 3次元多様体X を考える．世界体積は超多様体 X = T [1]X である．X の局所
座標は (σµ, θµ)とする．ただし次数は |σµ| = 0, |θµ| = 1である．写像空間Map(X ,M)の元
は世界体積X 上の座標を引数に取り，標的空間Mの値を返す超場である．以後超場は太文
字で書く．
写像空間Map(X , T ∗[2]T ∗[1]M)上の AKSZ構成法はバルクの AKSZシグマ模型を与える．
Map(X , T ∗[2]T ∗[1]M)の基底はMの基底 xi, ξi, pi, qiを引き戻し写像 x∗（x : X → M）に
よってそれぞれ引き戻した超場 xi(σ, θ), ξi(σ, θ),pi(σ, θ), qi(σ, θ)である．
このとき，写像空間Map(X ,M)上の P 構造は，転入写像 µ∗ev∗と標的空間の P 構造 ω =


























































が現れる．運動方程式が定まるために，この境界項が消える条件 (7.165) = 0を要請すると境
界条件が定まる．仮に Liouville 1形式が境界上で ev∗ϑ = 0であれば，δS|∂X = 0が成り立つ
ため，境界 ∂X がラグラジアン部分多様体L内の ev∗ϑ = 0を満たす部分多様体内にあること
は，δS|∂X = 0が成り立つための十分条件であり，以下ではこの境界条件：
∂X ↪→ Lϑ (7.166)
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を要請する．ただし，Lϑ = L ∩ {ev∗ϑ = 0} ⊂ Mである．
この境界条件と同時に，AKSZ形式として無矛盾となるためには写像空間Map(X , T ∗[2]T ∗[1]M)






















∂X = 0かつ pi
∣∣
∂X = 0を課すと，境界項 (7.165)は消え，古典マス
ター方程式 {S, S}BV = 0も満たされる．すなわち標的空間の言葉で書けば
ξi = pi = 0 (7.168)
は一つの境界条件であり，これを自明な境界条件と呼ぶ．この境界条件によって定まる部分
空間は TM ⊕ T ∗M 上の Poisson Courant algebroidのDirac構造 [17]T ∗M に対応する．
7.3.2 正準関数により非自明な境界を持つAKSZシグマ模型





まず，正準変換によって境界条件を変更する一般的な手法を導入する．{α, α} = 0なる特
別な場合について，(7.160)式の変換で得られた S ′に対し，写像空間上で正準変換 e−δα̂ を施
し，S ′′を求める．ただし，α̂ = µ∗ev∗αである：
S ′′ = e−δα̂S ′
= S0 − {S0, α̂}+ µ∗ ev∗Θ
= S0 − LD̂ µ∗ev
∗α + µ∗ ev
∗Θ
= S − µ∂X∗ (i∂ × id)∗ev∗α (7.169)
ここで，{α, α} = 0のため，正準変換は e−δα̂S0 = S0 − {S0, α̂}と第二項で止まる．{S0, α̂}
は境界項 S∂X = −µ∂X∗(i∂ × id)∗ev∗αを生成する．S ′がマスター方程式を満たすため，その
正準変換である S ′′もマスター方程式 {S ′′, S ′′} = 0を満たす．
従って正準関数 αを用いて作用 Sを標的空間で正準変換し，写像空間で逆の正準変換を行












































































qjqk|∂X , pi|∂X = Bij(x)qj|∂X . (7.173)
は δS ′′|∂X = 0を満たす．加えて古典マスター方程式 {S ′′, S ′′}BV = 0からは次の境界条件が
出る：



















































































qiqjqk = 0. (7.178)
1. B = π−1のとき
(7.178)は
H = dB = ∧3B♭R (7.179)
を意味する．
2. B 6= π−1のとき
Poisson Courant algebroidのDorfman括弧はKoszul括弧 [−,−]πであり，QP 多様体の
















































(7.178)はKoszul括弧を使って [B,B]π = −2 ∧3 B♭Rと書き直せる．ただし，準同型写













作用 (7.170)を変分すると ξiについての運動方程式 pi = π−1ij dxj が得られる．これを作用
























ここで π−1 ∈ Γ(∧2T ∗X)はシンプレクティック構造であるから d(π−1) = 0を用いた．この
AKSZシグマ模型の作用 (7.181)は第 1項が 2次元世界面上の積分であり，第 2項はWZ項で

































l ∧ dxm ∧ dxn. (7.183)











































Poisson Courant algebroidのシグマ模型の作用は (7.163)であり，Hフラックスにより変形
されたCourant algebroidのシグマ模型の作用は (7.157)である．フラックス双対性変換で用
いた (5.87)ΘR = e−δαq eδαpe−δαqΘHから推測して，α = 12πij(x)pipj − 12π−1ij qiqjとおく．このα
はラグラジアン部分多様体Lに対する正準関数 eδαΘH
∣∣


































































pi → pi + π−1ij (x)qj,





















[44, 45, 46, 47]として現れることを本章では示す．このAlekseev-Strobl型カレント代数には









以下では時間方向Rを特別扱いした n+ 1次元世界体積X = Σ×Rを考える．超空間へ埋
め込む場合，世界体積Xの空間方向Σを超空間Σ = T [1]Σに置き換え，それが標的空間M









∗ω は全次数が 2になる．結果，この ω により構成される次数付き Poisson括弧は次数 0で，通常の











定義 8.1 (ラグラジアン部分多様体L上のPoisson括弧) (M, ω,Θ)をQP多様体，ωに対す
るラグラジアン部分多様体をL，pr :M→ Lを自然な写像とする．このとき，導来括弧をL
上に制限したものをL上の次数付き Poisson括弧とする．






この境界上のPoisson括弧 {−,−}Lは次数−n+ 1で，反対称で Leibniz則と Jacobi恒等式を
満たす．
証明
|Θ| = n+ 1, |{−,−}| = −n (8.188)
であるため，|{−,−}L| =
∣∣∣{{pr∗−,Θ}, pr∗−}∣∣L∣∣∣ = (n+ 1)− 2n = −n+ 1である．ラグラジ
アン部分多様体L上ではシンプレクティック形式が消える ω|L = 0ため，L上の関数 f, gに対
して {pr∗f, pr∗g} = 0である．このことから，自動的に Leibniz則及び Jacobi恒等式が成り
立つ．
定義 8.1て定義されたラグラジアン部分多様体L上のPoisson括弧を部分写像空間Map(∂Σ,L)
上へ持ち上げる．ただし，Σ = T [1]Σである．µ∗ev∗Θ = S1であるため，写像空間Map(∂Σ,L)
上の Poisson括弧は以下のように定義出来る：
定義 8.2 (写像空間Map(∂Σ,L)上のPoisson括弧) 部分写像空間Map(∂Σ,L)上のPoisson
括弧を写像空間Map(∂Σ,M)上の導来括弧により以下と定義する：
{F,G}PB = {{p̂r









同時刻面      （膜）
境界











である．また，写像 pr :M→ Lを写像空間に引き上げた写像 p̂r : Map(∂Σ,M)→ L̂を用い
た．この写像空間上の Poisson括弧は次数 0である．
証明 境界 ∂Σは n− 1次元多様体であるため，|S1| = |µ∗ev∗Θ| = (n− 1) + (n+ 1) = 2であ
る．写像空間M上のシンプレクティック形式 ω = µ∗ev∗ωはゴースト数 n − (n − 1) = 1で
あり，M上の Poisson括弧は次数−1である．従って，写像空間 L̂上の Poisson括弧は次数




世界体積の理論となる．世界体積X の同一時刻平面 Σの境界 ∂Σは閉曲線 S1である．境界
∂Σの埋め込み写像はループ空間 LM = Map(S1,M)である．ハミルトニアン形式を構成す
るには，余接束 T ∗LM = Map(S1, T ∗M)を相空間として考える．底空間の局所座標を xi(σ)，
ファイバー上の局所座標を pi(σ)とする．ただし σは S1方向のパラメーターである．




まず，第 3章で議論した標準的 Courant algebroidのQP 多様体M = T ∗[2]T [1]M を考え
る．Mの局所Darboux座標として (xi, pi, qi, ξi)をとる．それぞれの次数は (0, 1, 1, 2)である．
正準次数付きシンプレクティック構造は
ω = δϑ (8.191)
= δ(xiδξi + piδq
i) (8.192)
= δxi ∧ δξi + δpi ∧ δqi (8.193)
と表現される．ωに対する正準ラグランジアン部分多様体かつ ϑ = 0なる部分空間を Lϑ =
{(xi, pi)| ξi = qi = 0}ととる．
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{{xi,Θ}, xj} = 0, (8.194)
{{xi,Θ}, pj} = −{{pj,Θ}, xi} = δij (8.195)
{{pi,Θ}, pj} = 0 (8.196)
(8.215)の反対称性は |Θ| = 3, |pj| = 1である事から従う．これは pの次数が 1である事を除い
ては，T ∗M 上の標準的な Poisson括弧と同じ形になっている．
次にこれを写像空間に持ち上げることで，超場についてのPoisson括弧が定義出来ることを
見る．超多様体 ∂Σ = T [1]S1を考え，局所座標を (σ, θ)とする．標的空間Mの基底を転入写
像で持ち上げることで，写像空間Map(∂Σ,M)上の基底である超場が次のように得られる：
xi(σ, θ) ∈ Map(∂Σ,M) 次数 0 (8.197)
qi(σ, θ) ∈ Map(∂Σ, Tx[1]M) 次数 1 (8.198)
ξi(σ, θ) ∈ Map(∂Σ, T ∗x [2]M) 次数 2 (8.199)













Lの局所座標 (xi, pi)の転入写像は L̂ の局所座標そのものである：
p̂r∗xi = xi(σ, θ) (8.204)




{{xi(σ, θ), S1},xj(σ′, θ′)}
∣∣∣
L̂
= {xi(σ, θ),xj(σ′, θ′)}PB = 0, (8.206)
{{xi(σ, θ), S1},pj(σ′, θ′)}
∣∣∣
L̂
= {xi(σ, θ),pj(σ′, θ′)}PB = −δijδ(σ − σ′)δ(θ − θ′),(8.207)
{{pi(σ, θ), S1},pj(σ′, θ′)}
∣∣∣
L̂
= {pi(σ, θ),xj(σ′, θ′)}PB = 0 . (8.208)




各超場を ∂Σ = T [1]S1のグラスマン方向について局所座標 θで級数展開すると以下となる：
Φ(n)(σ, θ) = Φ(n)(σ) + Φ(n−1)(σ)θ , (8.209)
グラスマン座標であるため，級数展開は θの 1次で止まる．nは超場Φの次数である．展開
後の成分場は θの次数，すなわち次数が 1だけ下がったものを含む．超場x，pの次数はそれ
ぞれ 0，1であるため，それぞれの展開に物理的な場 x(0)i(σ)と p(0)i (σ)が現れる．
物理的な基底についての Poisson括弧は (8.206)–(8.208)を計算すると，最左辺は δ(θ − θ′)
に比例するので，両辺のデルタ関数を落とせば以下を得る：
{xi(σ), xj(σ′)}PB = 0, (8.210)
{xi(σ), pj(σ′)}PB = δijδ(σ − σ′), (8.211)












{{xi,Θ}, xj} = 0, (8.214)
{{xi,Θ}, pj} = δij, (8.215)




















{{xi(σ, θ), S1},xj(σ′, θ′)} = 0, (8.219)
{{xi(σ, θ), S1},pj(σ′, θ′)} = −δijδ(σ − σ′)δ(θ − θ′), (8.220)

















i − dxi) + 1
3!
Hijk(x)(q
i − dxi)(qj − dxj)(qk − dxk)
)
(8.222)
この正準変換後に導来括弧を ξi = qi = 0で定義される正準ラグラジアン部分多様体 L̂ϑへ制
限することで，次の Poisson括弧を得る：
{xi(σ, θ),xj(σ′, θ′)}PB = 0, (8.223)
{xi(σ, θ),pj(σ′, θ′)}PB = −δijδ(σ − σ′)δ(θ − θ′), (8.224)
{pi(σ, θ),pj(σ′, θ′)}PB = −Hijk(x(σ, θ))dxk(σ, θ)δ(σ − σ′)δ(θ − θ′). (8.225)
(8.209)と同様にして，物理的な場についてのみ Poisson括弧を書くと以下となる：
{xi(σ), xj(σ′)}PB = 0, (8.226)
{xi(σ), pj(σ′)}PB = δijδ(σ − σ′), (8.227)
{pi(σ), pj(σ′)}PB = −Hijk(x)∂σxk(σ)δ(σ − σ′). (8.228)









標準的Courant algebroidのQP 多様体M = T ∗[2]T [1]Mを考え，その上での関数を考える．
M上の関数は次数によって分解することができ，それぞれの次数 iの部分空間をCiとよぶ．
Courant algebroidを実現するためには，超場の関数空間 C0 ⊕ C1を考えればよい．C0 ⊕ C1
の元をそれぞれAlekseev-Strobleの表記に合わせて j0(f) ∈ C0, j1(X+α) ∈ C1とかく．具体的
には以下で与えられる：
j0(f) = f(x) ∈ C0 (8.229)
j1(X+α) = αi(x)q
i +X i(x)pi ∈ C1 . (8.230)





り，全ての基底座標 (xi, ξi, pi, qi)間についての導来括弧を求めることが出来る．すべての座標
間の導来括弧から，関数空間C0⊕C1の元に対して以下の導来括弧が成り立つことが分かる：
{{j0(f),Θ}, j0(g)} = 0, (8.231)
{{j1(X+α),Θ}, j0(g)} = −X i
∂j0(g)
∂xi
= −ρ(X + α)j0(g), (8.232)
{{j1(X+α),Θ}, j1(Y+β)} = −j1([X+α,Y+β]H), (8.233)







ン部分多様体への写像空間 L̂ = Map(∂Σ,L)の元のうち，次のように構成されるものである：
命題 8.3 (Alekseev-Stroble型の超カレント)
関数空間の元 j0, j1 ∈ C0 ⊕ C1 ⊂ C∞(M)に対して
1. 転入写像 µ∗ev∗を作用させ，Map(∂Σ,M)の元に移す．





3. ラグラジアン部分多様体 L̂ = Map(∂Σ,L)（ξi = qi = 0）上に制限する．
すなわち，以下の写像を行う：
C∞(M) ⊃ C0 ⊕ C1
µ∗ev∗ // Map(∂Σ,M) α0 // Map(∂Σ,M)
∣∣




δα0ev∗j0(f) = f(x) ,
J1(X+α) = p̂r∗e
δα0ev∗j1(u,α) = −αi(x)dxi +X i(x)pi , (8.235)
超カレント J0と J1の次数 0の物理的成分 J0, J1はAlekseev-Stroblのカレントと一致する：
J0(f)(σ) = f(x(σ)), J1(X+α)(σ) = αi(x)∂σx
i(σ) +X i(x)pi(σ) . (8.236)
(8.219)-(8.221)にて写像空間Map(∂Σ,M)上の超場に対する導来括弧を求めた．同様の手続
きにより，全ての基底超場 (xi, ξi,pi, qi)間の導来括弧を求めることができ，そこから一般の
超場に対して以下の導来括弧が成り立つことが分かる：
{J0(f),J ′0(g)}PB = 0, (8.237)
{J1(X+α),J ′0(g)}PB = −ρ(X + α)J ′0(g)δ(σ − σ′)δ(θ − θ′), (8.238)
{J1(X+α),J1(Y+β)}PB = −J1([X+α,Y+β]H)δ(σ − σ′)δ(θ − θ′)
+〈X + α , Y + β〉dδ(σ − σ′)δ(θ − θ′), (8.239)
ただし，J ′0(g) = g(x′)，J ′1(Y+β) = −βi(x′)dxi + Y i(x′)piである．
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(8.209)と同様にして，物理的な場についてのみ Poisson括弧を書くと以下となる：
{J0(f)(σ), J0(g)(σ′)}PB = 0, (8.240)
{J1(X+α)(σ), J0(g)(σ′)}PB = −ρ(X + α)J0(g)(x(σ))δ(σ − σ′), (8.241)
{J1(X+α)(σ), J1(Y+β)(σ′)}PB = −J1([X+α,Y+β]H)(σ)δ(σ − σ′)







8.3.1 Poisson Courant algebroidの上の導来括弧によるPoisson括弧の導出
小節 8.1.2の場合と同様の手続きを用いて，標的空間Mの基底座標に対する導来括弧を求
める．膜の境界 ∂Σの標的空間Mへの埋め込み写像はループ空間LM = Map(S1,M)である．
Courant algebroidの場合と異なり，Poisson Courant algebroidの場合はハミルトニアン形式
を構成するには，接束 TLM = Map(S1, TM)を相空間として考える．底空間の局所座標を
xi(σ)，ファイバー上の局所座標を qi(σ)とする．ただし σは S1方向のパラメーターである．




まず，Poisson Courant algebroidの QP 多様体M = T ∗[2]T [1]M を考える．Mの局所
Darboux座標として (xi, pi, qi, ξi)をとる．それぞれの次数は (0, 1, 1, 2)である．正準次数付き
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シンプレクティック構造は再び
ω = δϑ (8.243)
= δ(xiδξi + piδq
i) (8.244)
= δxi ∧ δξi + δpi ∧ δqi (8.245)
となる．Courant algebroidの場合と異なり，Poisson Courant algebroidの場合は ω に対す
る正準ラグランジアン部分多様体かつ ϑ = 0なる部分空間を双対的なもの，つまり Lϑ =












これにより，M上の導来括弧が (xi, pi, qi, ξi)の自分を含む任意のペアの間に定義される．Θ
の具体形から，非零の値を持ちうるのは (xi, qi)のペアについてだけである：
{{xi,ΘR}, xj} = 0, (8.246)
{{xi,ΘR}, qj} = −{{qj,ΘR}, xi} = πij(x), (8.247)




































この S1及び導来括弧 (8.189)より，写像空間上の Poisson括弧は次のように定まる：
{{xi(σ, θ),ΘR},xj(σ′, θ′)} = 0, (8.251)
{{xi(σ, θ),ΘR}, qj(σ′, θ′)} = −πij(x(σ, θ))δ(σ − σ′)δ(θ − θ′), (8.252)
{{qi(σ, θ),ΘR}, qj(σ′, θ′)} = −
∂πij
∂xk




多様体が変形される．この変形されたラグラジアン部分多様体への導来括弧の制限ξi = pi = 0
により，導来括弧が以下に変形される：
再び超場を (8.209)により展開して，次数 0の物理的場のについての Poisson括弧を得る：
{xi(σ), xj(σ′)}PB = 0, (8.254)























xi → xi (8.257)
qi → qi + βijπ−1jk ∂σx
k (8.258)






















小節 8.2で行ったのと同様の手法により，Poisson Courant algebroidの場合のカレント代数
を構成する．
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標的空間T ∗[2]T [1]MはAlekseev-Stroblのカレント代数の標的空間と同じに取る．j0と j1の








∗j(1)(u,α) = −X i(x)(π−1)ijdxj + αi(x)qi .
この超場のカレントから次数 0の物理的部分のみを抜き出せば，次のAlekseev-Strobl型カレ
ントが得られる：








{J1(X+α)J0(g)}PB = ρ(X + α)J0(g),
{J1(X+α),J1(Y+β)}PB = J1([X+α,Y+β]πR
+〈X + α , Y + β〉dδ(σ − σ′)δ(θ − θ′) . (8.262)
ただし (4.60)を用いた．これは TM ⊕ T ∗M 上のRフラックスのある反変的Dorfman括弧で
あり，ρ(X + α) = π♯(α)は錨写像（anchor map）である．超場を次数によって成分分解し，
次数 0の物理的カレントについての Poisson代数を求めると以下になる：
{J0(f)(σ), J0(g)(σ′)}PB = 0, (8.263)
{J1(X+α)(σ), J0(g)(σ′)}PB = −ρ(X + α)J0(g)(x(σ))δ(σ − σ′), (8.264)
{J1(X+α)(σ), J1(Y+β)(σ′)}PB = −J1([X+α,Y+β]πR)(σ)δ(σ − σ
′)













Courant algebroidというのは多様体M 上のベクトル束 TM ⊕ T ∗M 上の構造で，超重力理
論の背景時空の対称性を反映する．algebroidに含まれる束写像 ρは束 TM ⊕ T ∗M の元を束










ラックスを含むPoisson Courant algebroidを構成した．先行研究 [7]で議論されているフラッ
クス連鎖は，形式的な位相的 T 双対性を取っているに過ぎないが，本研究の結果は背景時空




このQP 多様体上での位相的 T 双対性変換というのは，QP 多様体の P 構造を保つ変換，






正準変換で繋がる標準的Courant algebroidとPoisson Courant algebroidは同型であり，正準
























では標的空間の多様体自体を T 双対性変換の対称性に合わせてM ⊕ M̃ と拡張し6，後で物理
的な計算を行う際に切断条件を課すことで，場が依存する多様体の次元を半分に制限するこ
6M は通常の 10次元の標的空間に対応する多様体で，M̃ は閉弦の巻き付きモードに対応する共変的な座標
を持つ 10次元多様体である．
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義する．滑らかな多様体M に対して，接ベクトル空間 TM の切断 Γ(TM)上に反対称積∧に
よって外積代数 Γ(∧•TM)を構成する．この空間 Γ(∧•TM)の弦をポリベクトル空間と呼ぶ．
この外積代数上に以下の Schouten括弧 [−,−]S : ∧mTM ×∧nTM → ∧m+n−1TM を次のよう
に定義する：
ai, bj ∈ Γ(TM)に対して
[a1∧a2∧· · · am, b1∧b2∧· · · bn]S =
∑
i,j
(−1)i+j[ai, bj]Liea1∧· · · ai−1∧ai+1 · · · am∧b1∧· · · bj−1∧bj+1 · · · bn
(A.266)
ai ∈ Γ(TM), f ∈ C∞(M)に対して
[f, a1 ∧ a2 · · · am]S = −ιdf (a1 ∧ · · · am) (A.267)
この Schouten括弧は以下の性質を満たす：
a, b, c ∈ Γ(∧•TM)に対して
[a, b]S = Lab (ベクトル場 a, b ∈ Γ(TM)に対しては Lie括弧と同値) (A.268)
[a, b]S = −(−1)(|a|−1)(|b|−1)[b, a]S (反対称性) (A.269)
[a, [b, c]S]S = [[a, b]S, c]S + (−1)(|a|−1)(|b|−1)[b, [a, c]S]S (Jacobi恒等式) (A.270)
[a, b ∧ c]S = [a, b]S ∧ c+ (−1)|b|(|a|−1)b ∧ [a, c]S (Poisson恒等式) (A.271)
[f, g]S = 0 (f, g ∈ C∞(M)) . (A.272)
ただし，|a|はポリベクトルの次数を表し，a ∈ Γ(∧nTM)ならば |a| = nである．組 (∧•TM, [−,−]S)














kl∂i ∧ ∂k ∧ ∂l. (A.274)
このことから，2ベクトル πによって定義されるPoisson括弧 {f, g} = πij∂if∂jgが Jacobi恒
等式：
{{f, g}, h}+ {{h, f}, g}+ {{g, h}, f} = 0 (A.275)
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定義よりMの構造層 (Z−gradedな可換代数)は C∞(U)⊗ S•(V )に局所同型である．ただ





















































) = δab とした．


























































LX = ιXd− (−1)(|X|−1)×1dιX = ιXd+ (−1)|X|dιX (B.286)
と定義する．|LX | = |X|である．
αと βを次数付き微分形式とするとき，以下のカルタン関係式が成り立つ．
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α ∧ β = (−)|α||β|β ∧ α, (B.287)
d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ dβ, (B.288)
ιX(α ∧ β) = ιXα ∧ β + (−1)|α|(|X|+1)α ∧ ιXβ, (B.289)
LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + (−1)|α||X|α ∧ LXβ, (B.290)
LXd = (−1)|X|dLX , (B.291)
ιXιY − (−1)(|X|−1)(|Y |−1)ιY ιX = 0, (B.292)
LXιY − (−1)|X|(|Y |−1)ιYLX = ι[X,Y ], (B.293)
LXLY − (−1)|X||Y |LYLX = L[X,Y ]. (B.294)
B.4 次数付き微分形式
α = dza1 ∧· · · dzamαa1···am(z)をM上のm-形式とする．αとM上のベクトル場Xの縮約は
α(X,−, · · · ,−) = (−1)|X|(|α|+1)ιXα(−, · · · ,−). (B.295)
と書ける．
証明 左辺を計算すると















dza2 ∧ · · · dzamαa1···am(z) (B.297)
= (−1)|X|(|α|−|z|−1)(−1)(|X|−|z|)(|z|+1)Xa1dza2 ∧ · · · dzamαa1···am(z) (B.298)




α(Xm, Xm−1, · · · , X1) = −(−1)
∑m
i=1 |Xi|(|α|+i)ιXm · · · ιX1α, (B.301)
α(Xm, · · · , Xj, · · · , Xi, · · ·X1) = −(−1)|Xi||Xj |α(Xm, · · · , Xi, · · · , Xj, · · ·X1). (B.302)
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を得る．特に αが 2-形式のときは




df(X) = (−1)|X|(|f |+1)Xf (B.304)
αをM上の 1-形式とする．カルタン関係式より
dα(X1, X2) = (−1)|X1||α|X1α(X2)− (−1)|X2||α|(−1)|X1||X2|X2α(X1)− α([X1, X2]). (B.305)
を得る．M上の 2-形式 αに対しては
dα(X1, X2, X3) =(−1)|X1|(|α|+1)X1α(X2, X3) (B.306)
− (−1)|X2|(|α|+1)(−1)|X1||X2|X2α(X1, X3) (B.307)
+ (−1)|X3|(|α|+1)(−1)(|X1|+|X2|)|X3|X3α(X1, X2) (B.308)
− α([X1, X2], X3) + (−1)|X2||X3|α([X1, X3], X2) (B.309)
− (−1)|X1|(|X2|+|X3|)α([X2, X3], X1). (B.310)
を得る．同様に帰納的な計算により，M上のm-形式 αに対しては














l=1,l ̸=j |Xj ||Xl|




ωを次数 nのシンプレクティック形式とする．シンプレクティック形式 ωは 2-形式なので全
次数は |ω| = n+2となる．対応するDarboux座標を z = (qa, pa)ととる．ただし |q|+ |p| = n
である．シンプレクティック形式 ωは
ω = (−1)|q|(|p|+1)dqa ∧ dpa = (−1)n|q|dqa ∧ dpa (B.313)
= (−1)n|q|(−1)(|q|+1)(|p|+1)dpa ∧ dqa = (−1)|p|+1dpa ∧ dqa (B.314)
このシンプレクティック形式を導く Liouville 1-形式 ϑは，ω = −dϑより
ϑ = (−1)|p|padqa = −(−1)n+1−|q|padqa = (−1)|q||p|dqapa (B.315)
= −(−1)|q|(|p|+1)qadpa = −dpaqa (B.316)
と定まる．関数 f のハミルトニアンベクトル場Xf は
ιXfω = −df (B.317)
































































{f, g} = Xfg = (−1)|f |+nιXfdg = (−1)|f |+n+1ιXf ιXgω. (B.321)
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この Poisson括弧は以下の関係式を満たす．
{f, g} = −(−1)(|f |−n)(|g|−n){g, f}, (B.322)
{f, gh} = {f, g}h+ (−1)(|f |−n)|g|g{f, h}, (B.323)
{f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ (−1)(|f |−n)(|g|−n){g, {f, h}}. (B.324)
特にDarboux座標に対しては，次の関係を得る．
{qa, pb} = δab , {pb, qa} = −(−1)|q||p|δab (B.325)
関数 f = f(q, p), g = g(q, p)に対する次数付き Poisson括弧は (B.320),(B.321)式より以下で
与えられる．



















ι[X,Y ]ω = (LXιY − (−1)|X|(|Y |−1)ιYLX)ω = (−1)|X|dιXιY ω (B.327)
= −d[−(−1)|X|ιXιY ω] (B.328)
X = Xf , Y = Xg がハミルトニアンベクトル場ならば，|Xf | = |f | + nであるから (B.327)
式は
ι[Xf ,Xg ]ω = (−1)
|f |+ndιXf ιXgω (B.329)
となる．従って次の関係を得る．
X{f,g} = −[Xf , Xg] (B.330)
さらに
ιXf ιXgω = −(−1)|f |n+|g|(n+1)ω(Xg, Xf ) (B.331)
であるから，
{f, g} = (−1)|f |+n+1ιXf ιXgω (B.332)
= (−1)(|f |+|g|)(n+1)ω(Xg, Xf ) (B.333)








と書ける．Dによって誘導されるMap (X ,M)上の次数 1のベクトル場を D̂と書くことにす

















写像空間Map(X ,M)上での計算則についてまとめる．Xを d = n + 1次元多様体とする．
写像空間Map(X ,M)の関数は超場 (superfield)である．超場は X = T [1]X 上の変数に依存
する．X = T [1]Xは (d, d)次元超多様体であり，次数が 0の局所座標 σµと次数が 1の局所座








µ1 · · · θµj (C.340)
と定義する．ここで次数 1の座標変数 θµがφµ1...µjの右側にあることに注意する．また，j = 0
の項は 1
0!






= δd(σ′ − σ)δd(θ′ − θ) (C.341)
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と定義する．ここでグラスマン変数に対するデルタ関数 δd(θ′− θ)が現れているが，このデル





















































































































超多様体の世界体積に対する積分測度は µ = dσ1 · · · dσddθd · · · dθ1と定義し，その次数は




d(θ − θ′)Φ(σ, θ) = Φ(σ, θ′) (C.351)








ηA =(ωi, qi, pi) ZA =(−ξi, ui, vi) (D.352)
(1, 1, 1 ) ( 2, 2, 2) (D.353)
次数：|ηA| = 1, |ZA| = 2.
次数 3のホモロジカル関数：














{xi, ζj} = {ωi,−ξj} = {qi, uj} = {pj, vi} = δij (D.355)
{ηA, ZB} = δAB. (D.356)
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Θによって定まるホモロジカルベクトル場：






















































































































































{Θ,Θ} = [ζZ] + [ζη2] + [Z2η] + [Zη3] + [η5], (D.364)
ただし各項は以下である：









































































3 BD = 0, (D.372)
f i1[B(∂if
A
3 DE])− fA3 C[BfC3 DE] − 2fAC2 f4CBDE = 0, (D.373)
f i1[A(∂if4BCDE])− 2fF3 [ABf4|F |CDE] = 0. (D.374)
ここでそれぞれの構造定数 f•は定義から部分的/全体的に反対称/対称テンソルである．また，
添え字に対する [ ]括弧と ( )括弧はそれぞれ反対称和と対称和を意味する．ただし，係数 1
n!
の付かない定義を採用している．
例：fA3 [BC] = fA3 BC − fA3 CB = 2fA3 BC , f (AB)2 = fAB2 + fBA2 = 2fAB2 .
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